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ABSTRAKT 
Tato práce je zaměřena na srovnání dostupných výpočetních metod pro určení 
deformačně-napěťových stavů v součástech při jednoosé napjatosti.  
Hlavními cíly této práce bylo vytvořit přehled dostupných metod a jejich rozbor, 
vytvoření modelů v konečně-prvkových softwarech a vyhodnocení problému pro 
možnost srovnání s analytickými výpočty. Posledním úkolem bylo vytvořit 
aplikaci, která pomocí rozebraných rovnic jednotlivých metod spočítá výsledky, 
které se využijí jako vstupy pro výpočet životnosti součásti. 
 
ABSTRACT 
This thesis is focused on the comparison of the available computational methods 
for determining the strain-stress conditions in parts under uniaxial stress. 
The main objectives of this work were to create an overview of available methods 
and their analysis, creating a model in a finite-elements softwares and assessment 
of the problem to enable comparison with analytical calculations. The final task 
was to create an application that uses equations of derived methods to calculate 
the results, which will be used as inputs to calculate the lifetime of the component. 
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1 ÚVOD 
S rozvojem výpočetní techniky a jejího výpočetního softwarového vybavení 
pro simulování zátěžných stavů komponent vznikají minimalizované komponenty 
s ohledem na způsob zatěžování. Díly se nenavrhují na nekonečnou dobu života, 
ale navrhují se na předem daný život. Toto se děje kvůli snížení objemu použitého 
materiálu, což vede ke snižování cen součástí a možnosti prosazení se na trhu.   
 Jelikož některé díly jsou zatěžovány staticky a jiné náhodným zátěžným 
cyklem, vznikají v materiálu deformačně-napěťové stavy, které již není možné 
postihnout lineárním materiálem a je potřeba vytvoření složitějších modelů 
materiálu – nelineárního materiálu. I když rozvoj výpočetní techniky urychlil 
řešení těchto problémů, kvůli nedostatku výsledků z materiálových zkoušek 
je stále rychlejší a hlavně levnější využívat řešení s lineárním materiálem pro který 
je dostatek vstupních dat. Nicméně v sedmdesátých letech Heinz Neuber představil 
světu svou metodu na hodnocení deformačně napěťových stavů součástí 
při překročení meze kluzu, ze které následně vycházeli další vědci.  
 Tento princip hodnocení deformačně-napěťových stavů v kořeni vrubu lze 
s uvážením součinitelů tvarů aplikovat na libovolnou součást. To nám dává rychlou 
metodu hodnocení mezního stavu únavy materiálu při plastické deformaci 
s využitím lineárních napětí a deformací.  
 Práce vznikla za účelem vytvoření přehledu obsahující základní metody 
pro hodnocení deformačně-napěťových stavů v kořeni vrubu a s tím související 
životnost součásti. Životností je myšlen počet cyklů do porušení součásti.  [1] 
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2 FORMULACE PROBLÉMU  
Téměř u všech vyrobených součástí můžeme nalézt vruby (konstrukční, 
technologické a metalurgické). Je zřejmé, že všechny vruby jsou nežádoucí 
a snažíme se je eliminovat. Záměrně vyrobené vruby (vruby konstrukční) jsou 
ovšem nutné pro dosažení správné funkce součástí, nicméně v jejich místech 
během zatěžování vzniká lokální zvýšení napětí a deformace. Jelikož pro řešení se 
většinou používá lineární, elastický, homogenní a isotropní materiál nastává 
problém v hodnocení deformačně-napěťového stavu při překročení elastických 
deformací. Pokud nastane tento stav je zapotřebí zvýšit úroveň modelu materiálu 
nebo přistoupit ke korekci Hookovských napětí. [2] 
 Tato práce se zabývá druhou variantou řešení deformačně-napěťových 
stavů v kořeni vrubu – korekcemi Hookovských napětí.  
 
2.1 Formulace cílů a řešení  
Hlavními body této práce jsou: 
 Vytvoření rešerší studie základních metod korekce lineárních napětí 
při jednoosém namáhání. 
 V závislosti na rešeršní studii zpracování a tvorba algoritmů jednotlivých 
koncepcí. 
 Tvorba programového kódu a jeho uživatelského prostředí, ve kterém 
budou zakomponovány jednotlivé algoritmy pro posouzení 
deformačně-napěťových stavů v kořeni vrubu. 
 Aplikace vytvořeného programu na vzorovou úlohu a posouzení životnosti 
namáhaného dílů. 
 
2.2 Použitý software a hardware 
Při tvorbě bakalářské práce jsem využíval několik aplikací, které bych rád uvedl 
v přehledném seznamu:  
1) Microsoft Office 2007 – v tomto kancelářském programu jsem sepisoval 
celou tuto zprávu. 
2) MATLAB R2010a – je interaktivní programové prostředí, které jsem využil 
pro výpočty a tvorbu dále zmíněné aplikace. 
3) ANSYS Workbench 14.0 – aplikace určená pro konečně-prvkové výpočty, 
kde jsem provedl jednu z analýz dále rozebírané vzorové úlohy. 
4) nCode 8 – další aplikace na konečně-prvkové výpočty zaměřená na únavu 
materiálu, kde jsem také řešil vzorovou úlohu. 
5) AutoCAD Mechanical 2011 – aplikace určená k projektování a konstruování 
konstrukcí, kterou jsem používal pro vytváření obrázků pro tento 
dokument. 
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Aplikace 1, 2 a 5 běžely na mém osobním počítači, který má operační systém 
MS Windows 7 64b. Zbylé aplikace (tj. 3 a 4) jsem spouštěl na školním počítači 
vlastněný ÚMTMB, na který jsem přistupoval přes vzdálenou plochu s operačním 
systémem Windows Server 2008 R2.  
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3 REŠERŽNÍ STUDIE  
Nevratná plastická deformace v kritických místech součásti bývá většinou 
příčina únavového poškození. Na řešení tohoto problému doposud neexistuje 
univerzální a spolehlivá metoda, která by spolehlivě bez vysokých nákladů 
popisovala proces únavového poškozování na základě nevratné plastické 
deformace obecného tělesa s obecným zatížením. Současná řešení výpočtů 
v oblasti únavy vycházejí ze snadno měřitelných veličin, které mají podstatný 
význam na průběh deformace. Základní veličinou bývá napětí nebo deformace, ale 
je zde mnoho dalších faktorů, jako jsou charakter zatěžování, geometrický tvar 
tělesa, velikost tělesa, technologické zpracování a opracování součástky, prostředí, 
charakter a úroveň napjatosti tělesa. To vše je nutné zahrnou do výpočtů, aby byly 
co nejpřesnější.  
Dle předchozího odstavce je pro výpočet únavy důležité napětí nebo 
deformace. Jelikož jsou výpočty prováděny pro lineárně pružný materiál, který je 
možný použít pouze u vysokocyklové únavy, kde jsou deformace malé. Proto je 
u nízkocyklové únavy zapotřebí provádět mnoho korekcí.  
V dalším textu osvětlím výpočet napětí v místech vrubu, což je základní 
vstupní veličina pro výpočet únavy materiálu. [3] 
 
3.1 Přístupy zjišťování napětí v místě vrubu  
Pro posouzení únavového poškození součástek bylo vyvinuto v průběhu 
zkoumání této problematiky několik koncepcí pro hodnocení, jedno z možných 
rozdělení je uvedeno níže [4]:  
 koncepce nominálních napětí (NSA) 
 koncepce lokálních elastických napětí (LESA)  
 koncepce lokálních pružně-plastických napětí a deformace (LPSA) 
 koncepce lomové mechaniky (FMA)  
3.1.1 Koncepce nominálních napětí  
V angličtině nazývaná Nominal Stress Approach (NSA). Metoda je založena 
na experimentu zkušební tyče se stejným (podobným) vrubem. Metoda je 
používána v oblasti vysokocyklové únavy a je charakterizována součinitelem vrubu 
a nominálním napětím v daném místě.  
Napětí a deformace jsou na povrchu součásti většinou největší, a proto zde 
také dochází k převážné většině vzniku únavových trhlin. Lokální zvýšení napětí 
a deformací je v elastické oblasti definováno součinitelem tvaru: 
   
    
    
 (3.1) 
Problematika vrubů je popsána v mnoha sbornících, kde jsou odvozeny 
vztahy a diagramy pro součinitele tvaru běžných vrubů, které byly v průběhu 
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mnoha let získány pomocí rozličných metod. V dnešní době se využívá těch zdrojů, 
popřípadě se součinitele tvaru získávají pomocí metody konečných prvků. 
Hlavním problémem je určení nominální hladiny napjatosti v posuzovaném 
místě. Problém odpadá, pokud hodnotíme geometricky jednoduchou součást, 
ve které můžeme vést jednoduché řezy, a gradienty napětí nejsou příliš vysoké. 
Pokud máme složitou součást musíme na základě zkušeností volit referenční 
místo, které je dostatečně vzdálené od míst špiček napětí a vystihuje „střední 
úroveň“ namáhání součásti. [5] 
 
Obr. 1: Napětí v místě vrubu [6] 
Dalším hodnotícím prvkem špiček napětí je gradient napětí, který zachycuje 
pokles napětí z místa maxima. Účinek vrubu na napjatost odeznívá tím rychleji, čím 
je vrub ostřejší. Pro praktické účely se využívá poměrný gradient napětí. [6] 
Pro možnost snadného určení únavového poškození využívá metoda 
základních únavových křivek, které se na základně nominálních napětí a daného 
koncentrátoru přizpůsobuje (vede to k posuvu Wöhlerovy křivky směrem k nižším 
hodnotám napětí). [5] 
3.1.2 Koncepce lokálních elastických napětí 
V anglické literatuře nazývaná Local Elastic Stress Approach (LESA). Metoda 
je modifikací metody nominálních napětí s tím rozdílem, že tato koncepce se 
zabývá hodnotami napětí pouze v místech koncentrátorů napětí a používá lokální 
Hookeovská elastická napětí v místě vrubu.  
Většinou je známa pouze křivka pro hladký nevrubovaný vzorek (s mezí 
únavy   ). Tato křivka je korigována na danou vrubovitost  směrem dolů k nižším 
hodnotám napětí (podobně jako u metody NSA) – křivka s mezí únavy   
 , 
a následně posun směrem nahoru v poměru součinitele koncentrace elastických 
napětí  . 
V metodě LESA je uvedené posunutí pouze fiktivní a je realizováno korekcí 
elastických špiček napětí z hodnot elastických lokálních napětí      na hodnotu 
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korigovaného napětí       (korigujeme hodnoty získané MKP výpočtem), to se 
provede pomocí následující rovnice [5]: 
           
  
 
 (3.2) 
 
Obr. 2: Korigování lokálních napětí [5] 
Metoda na rozdíl od metody NSA pro určení únavového poškození používá 
jedinou únavovou křivkou pro hladký vzorek, kterou nijak nekoriguje. Naopak 
přizpůsobuje lokální elastické špičky napětí tak, aby respektovaly skutečný 
součinitel vrubu kontrolovaného místa. Následný výpočet únavového poškození 
může být proveden pomocí kterékoli metody kumulace poškození (Palmgren-
Miner, Sedláček, …) a je nazýván život do vzniku technické mikrotrhliny. [5] 
3.1.3 Koncepce lokálních pružně-plastických napětí a deformace 
V angličtině Local Plastic Strain and Stress Approach (LPSA). Pokud součást 
podrobíme harmonickému namáhání s amplitudou napětí a poměrnou deformací 
v nominálním místě σan, εan, dojde k porušení součásti v místě vrubu, kde 
napětí a deformace mají hodnoty σav, εav. K porušení součásti dojde po stejném 
počtu půlkmitů jako u zkušebního vzorku bez vrubu zatěžovaného parametry, 
které byly vypočteny v místě vrubu σav, εav. 
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Metoda využívá Manson-Coffinovu únavovu křivku pro tvrdé zatěžování 
kvůli lokálním deformacím materiálu. 
Obr. 3: Princip metody LPSA 
Numerické určení hodnoty napětí a poměrné deformace v kořeni vrubu pro 
každý extrém zatížení je velmi obtížné kvůli nutnosti provádět výpočty cyklického 
zatěžování v reálném čase. Bylo třeba vyvinout metody, které by bylo možné 
využívat při výpočtu lokálních hodnot, nejpoužívanější metody jsou vypsány 
níže[4], [7], [5]a [8]: 
 Jednoosá napjatost 
o Původní Neuberova koncepce 
o Modifikace původní Neuberovy koncepce 
 dle Toppera 
 dle Pospíšila 
 dle Dowlinga 
 dle Wu 
 dle Glinky  
 Manson – Halfordova modifikace 
 Martens – Dittmannova modifikace 
 Seeger – Bestova modifikace 
o Ekvivalentní energie  
 Víceosá napjatost  
o proporcionální 
 modifikace Neuberova kritéria 
 ekvivalentní napětí a deformace 
o koncepce Hoffman – Seeger 
o koncepce Klann – Tipton – Cordes  
o koncepce Lee a Gu 
o koncepce Moftakhar 
 maximální hlavní napětí a deformace 
 ekvivalentní energie 
o neproporcionální 
 koncepce Hoffmann a Amstutz 
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 koncepce Lee, K-1363 
 koncepce Barkey, K-1270 
 koncepce Köttgen 
 koncepce Chu 
 
Rozdělení výše je „kompletní“ kategorizací metody LPSA. V pozdějším textu 
podrobněji teoreticky rozeberu pouze vybrané koncepce jednoosé napjatosti 
a aplikaci demonstruji na vzorovém příkladu. 
3.1.4 Koncepce lomové mechaniky 
Anglicky nazývané Fracture Mechanics Approach (FMA). Makroskopická 
i mikroskopická pozorování únavového porušování nám dávají představu 
o vytváření růstu a spojování trhlin až do rozvoje dominantní magistrální trhliny, 
která zapříčiní porušení součásti. Na obr. 4 je znázorněn průběh velikostí trhlin při 
jejich růstu. Šíření trhlin lze popisovat dvěma modely [4]: 
 Lineární elastické lomové mechaniky (Linear Elastic Fracture Mechanics – 
LEFM). 
 Elasto-plastické lomové mechaniky (Elasto-plastic Fracture Mechanics – 
EPFM). 
 
Obr. 4: Délka trhlin během únavového procesu [9] 
Metodu dále nebudu rozebírat, protože není náplní této práce a jde zde 
uvedena pouze pro kompletní přehled základních metod. 
3.2 Postupy k určení skutečných napětí metodou LPSA 
Jak již bylo popsáno výše, že pro určení napětí v určitých místech je mnoho 
metod, většinou jsou to modifikace na původní Neuberovu koncepci. Zde uvedu 
základní koncepce/modifikace včetně původní Neuberovy koncepce.  
3.2.1 Neuberova koncepce  
[6] Při teoretickém řešení prismatického tělesa s vrubem zatíženého 
antirovinným smykem odvodil Heinz Neuber vztah mezi součiniteli koncentrace 
napětí (  ) a deformace (  ) v následujícím tvaru (rov. 3.5). 
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 (3.3) 
    
 
    
 
   
    
 (3.4) 
   
        (3.5) 
Po dosazení rov. 3.3 a rov. 3.4 do rov. 3.5 dostáváme: 
   
  
 
    
 
 
    
 (3.6) 
Pokud je uvažováno, že nominální napětí a deformace jsou v elastické oblasti: 
      
    
 
 (3.7) 
Potom můžeme rovnici rov. 2.6 vyjádřit ve tvaru: 
                  
        
 
 
 
  
 
 
        (3.8) 
Což je rovnice elipsy v souřadném sytému    . 
Pro lepší představivost je vhodné vyobrazit fyzikální interpretaci Neuberovy 
koncepce – obr. 5. Kde plocha trojúhelníku OHE je založená na elastickém chování 
(dle Hookova zákona) a trojúhelník OBC je založen na nalezení bodu B ležící 
na skutečné cyklické deformačně-napěťové křivce – Neuberova koncepce [6] a[8]. 
 
Obr. 5: Fyzikální interpretace Neuberovy koncepce [8] 
Tento vztah může být použit s dobrou aproximací také pro dvou nebo trojosou 
napjatost. Později se ukázalo, že vztah lze využít také pro cyklické zatěžování.  
 V následujících odstavcích rozvedu Neuberovu koncepci upravenou 
pro cyklické zatěžování vycházející z jeho původní rovnice.  
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Obr. 6: Grafické znázornění Neuberovy koncepce 
A. Pro „nultý“ půlkmit (0 až 1) 
Pokud se jedná o cyklické zatěžování musíme brát v potaz kmitání 
nominálního napětí, s využitím rov. 3.5 a platnosti Hookova zákona v celém 
rozsahu zatěžování, dostaneme rovnici hyperboly v bodě O. 
 
      
          
 
 
 
   
 
 
 
      
          
 
 
 
   
 
 
 
(3.9) 
Do rov. 3.9 dosadíme vztah popisující cyklickou deformační křivku rov. 3.10. 
 
   
  
 
  
  
  
 
 
  
 
    
   
 
  
   
        
 
 
  
 
(3.10) 
Výsledný vztah popisující napětí: 
     
  
 
  
  
  
 
 
  
  
   
 
 
 (3.11) 
Odkud iterací vypočítáme horní napětí    a následně dosazením získáme horní 
deformaci   . 
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B. Následný půlkmit (1 až 2) 
Podobným způsobem jako pro „nultý“ půlkmit se odvodí následující rovnice:  
     
  
 
  
  
  
 
 
  
  
  
 
 
 (3.12) 
Převedeme-li rov. 3.12 na amplitudy napětí pomocí vztahů: 
 
       
         
(3.13) 
Dostaneme výraz: 
     
  
 
  
  
  
 
 
  
  
   
 
 
 (3.14) 
Pokud porovnáme rov. 3.11 a rov. 3.14 můžeme si všimnout, že výrazy jsou 
téměř totožné až na jiná značení veličin. 
Z rov. 3.14 určíme   a následně dosazením do rov. 3.13 získáme závislé 
veličiny    a   . 
 
3.2.2 Pospíšilova modifikace 
3.2.2.1 Jednosměrné zatížení 
[6], [4] a [10] Jedná se o modifikace původní Neuberovy metody. Vychází 
z rov. 3.8, kde závislost     je nelineární závislost. Platí ovšem následujíc vztah: 
        (3.15) 
Dosazením rov. 3.15 do rov. 3.8 dostaneme výraz:  
   
        
  
 
 
 
                   
 
  (3.16) 
Pospíšil zavedením tzv. směrodatné deformace     zobecnil rov. 3.16 na tvar: 
        
  
 
   
        
  
 
 
 
   
    (3.17) 
A pro horní napětí dostáváme: 
       
         
  
  
 
 
  
 
   
   (3.18) 
Po provedení experimentů Pospíšil vyjádřil exponent m, který závisí na typu 
namáhání. Jednotlivé koeficienty jsou vypsány níže. 
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Tab.  1: Exponenty Pospíšilovy modifikace [4] a [11] 
    
Pro tvrdé zatěžování (napětí deformačního původu rovnoměrně 
rozdělené po průřezu). 
      Pro čistě deformační namáhání (např. teplotní pnutí). 
      
Pro namáhání nerovnoměrně rozložené po průřezu a namáhání 
ve vrubech (totožné s Neuberovým vztahem). 
      Pro napětí silového původu nerovnoměrně rozložené (např. ohyb). 
    Pro namáhání rozložené rovnoměrně po průřezu. 
 
Pokud rov. 3.17 přepíšeme a zavedeme nominální napětí v elastické oblasti 
(rov. 3.3 a rov. 3.4), dostaneme následující vztah: 
 
      
 
 
         
 
  
 
         
   
    
 (3.19) 
Po úpravách dostaneme výraz: 
      
     
      
  (3.20) 
Pokud si všimneme, tak když dosadíme za exponent   
 
 
 dostaneme původní 
Neuberův vztah (rov. 3.5). 
3.2.2.2 Následný půlkmit  
Pro vyjádření následného půlkmitu je zapotřebí rovnice hyperboly, která je 
zmíněna dříve (rov. 3.9). Dále můžeme napsat, že rozkmit skutečného napětí má 
tvar: 
          (3.21) 
Když dáme dohromady rov. 3.9 a rov. 3.20 dostaneme:  
 
         
   
 
 
 
 
         
 
  
   
 
     
(3.22) 
Pospíšil zavedl pojem „směrodatná deformace“: 
         
     
    (3.23) 
Tím Neuberovu rovnici zobecnil na tvar:  
    
     
        
   
 
 (3.24) 
Pokud za     dosadíme rov. 3.21 a za     dosadíme rov. 3.10 dostaneme: 
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   (3.25) 
 
3.2.3 Modifikace dle Wu 
[12] Tato metoda je totožná s Pospíšilovou metodou a bývá někdy nazývána 
jako vylepšená Neuberova koncepce.  
     
    
    (3.26) 
Wu pomocí MKP výpočtů stanovil hodnoty exponentu m pro rovinnou 
napjatost a rovinnou deformaci.  
 Rovinná napjatost:  
                     
  
 
 (3.27) 
 
 Rovinná deformace:  
                     
  
 
 (3.28) 
 
3.2.4 Koncepce ekvivalentní energie  
[6] Ve zkratce nazývána koncepce Equivalent Strain Energy Density (ESED). 
Metoda vychází z porovnání objemové hustoty deformační energie v nominálním 
řezu (  ) a v místě lokálního napětí – ve vrubu (  ). Autoři této koncepce jsou 
Molski a Glinka. Za předpokladu lineárně elastického stavu v místě vrubu byly 
odvozeny následující vztahy, které korespondují s obr. 7.  
             
 
 
        
    
 
 
  
   
 
 
 (3.29) 
                 
 
 
      
 
 
 
    
 
   
  (3.30) 
Pro tyto objemové hustoty platí vztah:  
    
 
    
  
  
  
 (3.31) 
Když z rov. 3.31 vyjádříme deformační energii v místě vrubu, dostaneme: 
      
       
  
    
 
   
 
  
 
   
 (3.32) 
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Při zatěžování dochází v místě vrubu k plastické deformaci, kde se 
předpokládá, že nedojde k významnější změně rozdělení deformační energie. 
Potom rov. 3.32 platí i v pružně-plastickém stavu.  
 
Obr. 7: Grafické znázornění koncepce ekvivalentní energie [6] 
 
3.2.4.1 Rovinná napjatost – lokalizovaná plastická deformace 
Pro „nultý” půlkmit platí vztahy:  
 
          
  
 
     
   
 
   
 
   
      
 
   
 
(3.33) 
Pro následný půlkmit: 
 
                  
   
 
 
   
 
   
 
   
     
 
   
 
(3.34) 
Jelikož hodnoty energií závisejí na tvaru použitých deformačních křivek, tak 
za použití cyklické deformační křivky dostaneme derivací z rov. 3.10: 
     
   
 
   
 
  
  
 
   
    
  
 
  
 
 (3.35) 
Pokud tuto derivaci dosadíme do rov. 3.33 dostaneme následující rovnici: 
 
   
  
 
   
    
 
  
   
 
  
    
 
   
 
   
 
(3.36) 
Odtud lze pomocí iterací získat horní napětí. Zcela analogickým postupem po 
derivování rov. 3.10 pro        a výpočtem    z rov. 3.33 dostaneme následující 
rovnici, odkud iterací zjistíme rozkmity napětí.  
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(3.37) 
3.2.4.2 Rovinná napjatost – s mocninným zpevněním materiálu 
Pokud aproximujeme tahovou deformační křivku, tak odpadá nutnost iterací 
a pro pružně-plastický materiál se zpevněním pro „nultý“ půlkmit máme rovnici: 
 
                   
  
   
 
 
     
  
   
   
 
 
 
   
 
   
 
   
   
    
   
 
   
    
       
 
   
 
   
 
(3.38) 
Odtud můžeme přímo určit horní deformaci „nultého“půlkmitu: 
     
   
 
  
 
 
 
 
        
   
   
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
   
 (3.39) 
Kde horní napětí můžeme získat z následující rovnice:  
             
 
   
 
 
               pro    
   
 
 (3.40) 
Obdobně jako horní deformaci získáme rozkmit celkové deformace: 
 
          
    
 
         
     
     
 
 
       
   
    
  
   
   
 
 
      
 
  
     
     
 
   
   
      
 
   
 
   
 
(3.41) 
Odtud plyne rozkmit celkové deformace:  
     
     
 
  
     
 
  
   
     
 
 
 
   
 
 
 
   
 (3.42) 
 
Pro určení rozkmitu napětí použijeme následující vztahy: 
 
                                   pro          
          
     
     
 
 
         pro          
(3.43) 
 BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
 
  
17 
3.2.4.3 Rovinná napjatost – bez zpevnění materiálu 
Pro pružně-plastický materiál bez zpevnění je                   následně 
plynou vztahy pro „nultý“ a následný půlkmit. 
 
      
   
   
    
 
      
 
        
    
   
      
 
      
 
(3.44) 
 
3.2.5 Modifikace Manson – Halford  
Jejich modifikovaná Neuberova rovnice má následující tvar:  
        
  
  
 
 
   
  (3.45) 
 
Graf 1: Variace exponentu s nominálním napětí v rovnici vrubu [13] 
Kde rovnice přímky je pospána následující rovnici a exponent vždy vychází 
kladně, musí být splněno, že napětí se dosazuje v jednotkách ksi. 
                  (3.46) 
Pokud rov. 3.45 přepíšeme dle našeho značení, dostaneme následující rovnici: 
        
  
  
 
 
    (3.47) 
Pro lepší názornost přepíšeme také rovnici rov. 3.46 a dostáváme:  
                     (3.48) 
Když rovnici rov. 3.48, přepíšeme do následujícího tvaru, můžeme napětí 
dosazovat v jednotkách MPa. 
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                         (3.49) 
Exponenty získané z rov. 3.48 a rov. 3.49 se pohybují v desetinách. 
Obdobná rovnice (rov. 3.50) byla odvozená dle grafu 2 i pro superslitinu 
na bázi niklu, ovšem výsledky těchto exponentů se již pohybují v jednotkách. 
Následující rovnice pro napětí dosazované v ksi je:  
                         (3.50) 
Upravená rov. 3.50, pro dosazování v MPa: 
                          (3.51) 
 
 
Graf 2:Variace exponentu a nominálního napětí z MKP výsledků [13] 
Zde ovšem nastává rozpor, protože exponent dle vzorce vychází v jednotkách 
a směrnice přímky je v desetinách. To lze řešit následujícími korelovanými vzorci 
pro výpočet exponentu, do vzorce se dosazují jednotky ksi. 
                  
 
  
      
       
   
 (3.52) 
                 
 
  
      
    
  
 (3.53) 
          
   
  
     
    
   
 (3.54) 
rov. 3.52 vychází z grafu 3 a další dva vzorce z podobných, zde neuvedených 
grafů. Dle Graf 3 a těch, které zde nejsou uvedeny, ale jsou z nich odvozeny 
(rov. 3.53 a rov. 3.54) mají hodnoty exponentu d vyházet v intervalu od nuly 
do jedné. 
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Graf 3: Vztah mezi pozorovaným a korelovaným exponentem [13] 
Pokud porovnáme rov. 3.47 a rov. 3.5 zjistíme, že pokud vypustíme korelační 
člen (celou závorku s exponentem), z rov. 3.47 získáme původní Neuberovo 
pravidlo.  Avšak porovnáme-li tuto modifikaci (rov. 3.47) s Pospíšilovou modifikací 
(rov. 3.20) lehce zjistíme následující: 
 
        
  
   
 
 
(3.55) 
Tuto závislost můžeme využít pro přepsání koeficientů rovnic, které jsou 
používány v Pospíšilově modifikaci.  
Pro horní napětí dostáváme přepsáním rov. 3.18: 
       
   
         
  
  
 
 
  
 
   
 
   (3.56) 
Horní deformace obdobně jako rov. 3.17:  
   
 
  
  
 
 
   
 
   
   
  (3.57) 
Rozkmit napětí získáme z rov. 3.25: 
       
   
           
  
    
 
 
  
 
   
 
   (3.58) 
Rozkmit celkové deformace vyjádříme pomocí rov. 3.24 následovně: 
    
   
     
   
  
   
 
 (3.59) 
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Kde do předchozích rov. 3.56 až rov. 3.59 budeme za exponent dosazovat 
hodnotu vypočtenou pomocí rov. 3.53, popřípadě exponenty vypočtené pomocí 
rov. 3.52 nebo rov. 3.54.  
Nastává problém, kterou z korelovaných rovnic použít (rov. 3.52, rov. 3.53, 
rov. 3.54), výsledky z rov. 3.52 a rov. 3.53 nejsou úplně přesné. Nejpřesnější 
výsledky exponentu dává rov. 3.54, u které naopak nastává problém, že výsledek 
není bezrozměrný. [13] 
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4 ŘEŠENÍ NAPĚTÍ A DEFORMACE VZOROVÉHO PŘÍKLADU 
V této kapitole si ukážeme podrobný postup řešení konkrétního příkladu 
s využitím vzorců odvozených v předchozí kapitole.  
4.1 Zadání a cíle příkladu 
V příkladu se bude jednat o určení lokálních deformačně-napěťových poměrů 
s využitím koncepcí lokálních pružně-plastických napětí a deformací, které budou 
podkladem pro následné určení doby života součásti.  
Budeme se zabývat výpočtem napětí u ploché tyče s otvorem dle obr. 8. 
 
Obr. 8: Zadání příkladu (překresleno z [6]) 
Zadané vstupní hodnoty: 
 geometrie dle obr. 8 
 zatížení součásti od           do            
 deformační křivkou je cyklická deformační křivka  
 tyč je vyrobena z materiálu 11 370 s následujícími charakteristikami: 
o Mez kluzu           
o Modul pružnosti v tahu              
o Součinitel únavové pevnosti   
         
o Součinitel únavové tažnosti   
        
o Exponent cyklického zpevnění          
o Součinitel tvaru pro konkrétní případ         
o Exponenty životnosti                    
Vedlejší základní výpočty společné pro všechny metody: 
 Oslabený průřez součásti (místo s vrubem) má následující průřez: 
                               
  (4.1) 
 Nominální napětí v tomto místě je dle následujícího vzorce:  
       
  
    
 
      
   
        (4.2) 
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 Rozkmit napětí v tomtéž místě je dle podobného vzorce: 
        
     
    
 
            
   
        (4.3) 
 Napětí a rozkmit v kořeni vrubu za předpokladu Hookova zákona je 
vyjádřen: 
 
                               
                             
(4.4) 
 Pro výpočet cyklické deformační křivky (rov. 3.10) je potřeba vyjádřit 
součinitel cyklického zpevnění: 
    
  
 
    
    
 
   
          
          (4.5) 
Pro výpočet horního napětí, horní deformace, rozkmit napětí a rozkmit 
celkové deformace použijeme následující metody.  
4.2 Neuberova koncepce  
 Horní napětí získáme pomocí iterací z rov. 3.11: 
             (4.6) 
 Pomocí předchozího výsledku a cyklické deformační křivky (rov. 3.10) 
získáme horní deformaci: 
    
  
 
  
  
  
 
 
  
           
  
  
 (4.7) 
 Rozkmit napětí pro následující cykly zjistíme z rov. 3.12 opět pomocí 
iterace: 
             (4.8) 
 Rozkmit celkové deformace získáme použitím výsledků z předchozího 
výpočtu a rov. 3.10: 
     
   
 
  
   
        
 
 
  
            
  
  
 (4.9) 
Těmito výpočty jsme získali hlavní veličiny, od kterých je možné vypočítat střední 
napětí a deformaci, pro nás však nyní nepodstatné. 
4.3 Pospíšilova modifikace 
Pokud využijeme tab.  1, která je výpisem exponentů odvozených Pospíšilem, 
zjistíme, že pro náš případ je nejvhodnější exponent      . Už zde je vidět, 
že výsledky Pospíšilovy metody budou totožné s Neuberovou metodou, protože jak 
bylo napsáno dříve, pro náš exponent mají rovnice stejný tvar.  
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 Pro výpočet horního napětí musíme použít rov. 3.18 odkud iterací zjistíme: 
             (4.10) 
 Pokud budeme chtít vypočítat horní deformaci, musíme použít rov. 3.17:  
     
 
  
  
 
  
  
 
   
           
  
  
 (4.11) 
 Z rov. 3.25 nám pomocí iterací vyjde rozkmit napětí:  
             (4.12) 
 Když dáme dohromady předchozí výsledek a rov. 3.24 můžeme vyjádřit 
rozkmit celkové deformace: 
      
 
   
  
 
  
  
 
   
           
  
  
 (4.13) 
4.4 Modifikace dle Wu 
Pro tuto metodu je podstatné nejprve vypočítat koeficient m, který 
vypočítáme z rov. 3.27:  
                     
  
 
        (4.14) 
Kde další postup je totožný s Pospíšilovou modifikací.  
 Pro výpočet horního napětí musíme použít rov. 3.18 odkud iterací zjistíme: 
             (4.15) 
 Pokud budeme chtít vypočítat horní deformaci, musíme použít rov. 3.17:  
     
 
  
  
 
  
  
 
   
           
  
  
 (4.16) 
 Z rov. 3.25 nám pomocí iterací vyjde rozkmit napětí:  
             (4.17) 
 Když dáme dohromady předchozí výsledek a rov. 3.24 můžeme vyjádřit 
rozkmit celkové deformace: 
      
 
   
  
 
  
  
 
   
           
  
  
 (4.18) 
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4.5 Ekvivalentní energie 
Tato metoda se mírně odlišuje od těch předchozích, protože se zde využívá 
porovnávání energií, což bylo popsáno výše. Zde vypíši jen odvozené vztahy nutně 
potřebné pro výpočet. 
 Rov. 3.36 nám poslouží pro získání horního napětí pomocí iterací: 
             (4.19) 
 Horní deformaci určíme pomocí rov. 3.10, kam pouze dosadíme hodnotu 
horního napětí vypočítanou z předchozí rovnice:  
    
  
 
  
  
  
 
 
  
           
  
  
 (4.20) 
 Pro rozkmit napětí musíme iterovat rov. 3.37, odkud dostaneme výsledek:  
             (4.21) 
 Stejným způsobem jako jsme získali horní deformaci, získáme rozkmit 
celkové deformace – pomocí cyklické deformační křivky: 
     
   
 
  
   
        
 
 
  
           
  
  
 (4.22) 
4.6 Modifikace Manson – Halford  
Pro výpočet jednotlivých veličin touto metodou (horní napětí, horní 
deformace, rozkmit napětí a rozkmit deformace) použijeme dříve odvozené 
rovnice (rov. 3.56 až rov. 3.59). Nastává ovšem problém při určení koeficientu d. 
Při odvozování rovnic pro určení exponentu, veškeré hodnoty byly v intervalu od 
nuly do jedné. Ovšem výsledky, které jsem získal pro tuto úlohu jsou odlišné.  
 Exponent dle rov. 3.52: 
           (4.23) 
 Exponent dle rov. 3.53: 
          (4.24) 
 Exponent dle rov. 3.54: 
           (4.25) 
Z důvodu, že velikost exponentů nesouhlasí s předpokladem, že budou v intervalu 
od nuly do jedné, dále ve výpočtu nepokračuji.  
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Na předchozích stránkách jsem uvedl řešení analytickou metodou a nyní si 
stejný příklad vyřešíme pomocí MKP aplikací. Touto moderní metodou budeme 
opět řešit stejnou úlohu jako v kapitole 3, abychom následně mohli porovnat 
dosažené výsledky.  
Úlohu budeme řešit jako rovinnou (2D), aby byly splněny stejné předpoklady 
jako pro analytické výpočty a vstupní geometrie pro všechny analýzy bude 
následující. 
 
Obr. 9: Zadání geometrie pro MKP 
Geometrie tělesa je tvořena pouze čtvrtinou tělesa, protože lze využít rovin 
symetrie (naznačeny tučnými čarami v obr. 9) čímž se nám sníží celková velikost 
tělesa a s tím související počet prvků konečně prvkové sítě.  
Model materiálu reprezentující skutečnou součást bude tvořen pomocí 
materiálových charakteristik uvedených v předchozí kapitole, zde si je vypíšeme 
v anglickém jazyce, pro lepší orientaci v konečno-prvkových aplikacích.  
 Mez kluzu (Tensile yield strength)           
 Modul pružnosti v tahu (Young’s modulus)              
 Součinitel únavové pevnosti (Strength coefficient)   
         
 Součinitel únavové tažnosti (Ductility coefficient)   
        
 Exponent cyklického zpevnění (Cyclic strain hardeninf exponent) 
         
 Součinitel tvaru pro konkrétní případ         
 Exponent životnosti (Strength exponent)           
 Exponent životnosti (Ductility exponent)         
 Poissonův poměr (Poisson’s ratio)       
Nyní dodefinujeme zátěžné parametry součásti. V analytickém zadání z předchozí 
kapitoly máme dánu horní sílu            a doslní hodnotu síly          , 
protože síla zatěžující součást působí pouze na polovinu „plochy“, musíme 
do analýzy zadávat také poloviční hodnotu.  
 Síla zatěžující náš model          
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Způsob zatěžování součásti (cyklické zatěžování) zde vyjádříme součinitelem 
nesouměrnost (Ration)  
   
  
  
 
    
    
 
     
      
        (4.26) 
 
 Nyní když máme nadefinovaný vstupní parametry (materiál a zátěžné 
podmínky) můžeme přejít k vytváření analýz v jednotlivých MKP softwarech. 
Zvolil jsem aplikace nCode a ANSYS, které jsou komerčně velmi využívané, 
pro možnost porovnání výsledků jak mezi analytickými počítačovými výsledky, tak 
možnosti porovnání výsledků dosažených pomocí jednotlivých aplikací. Původní 
záměr byl provést analýzu v programu ANSYS v obou jeho prostředích: Workbench 
a APDL. Ovšem po hlubším zkoumání analýzy životnosti v prostředí APDL se 
muselo od této varianty upustit, protože výsledky dosahované tímto výpočtem by 
nebylo možno porovnávat s ostatními výsledky. Tyto výsledky jsou již během 
výpočtu korigovány určitými koeficienty na danou bezpečnost [14].  
Na následujících stránkách vám popíši základní princip a nastavení analýzy 
v programu Ansys Workbench a následně nCode. Výstupem těchto analýz budou 
krajní body hysterezní smyčky přehledně sepsané pro následné porovnání. 
4.7 Ansys Workbench 
V tomto uživatelsky příjemnějším prostředí aplikace ANSYS se zvolením typu 
analýzy Static Structural postupovalo následným způsobem. Na obr. 10 je vidět 
strom analýzy do kterého musíme postupně zadat vstupy. Jako první budeme 
definovat model materiálu (Engineering Data) následovně geometrii součásti 
(Geometry) a v poslední řadě nadefinujeme okrajové podmínky a požadované 
vykreslení výsledků. 
 
Obr. 10: Strom analýzy 
Modelu materiálu  
V ANSYSu Workbench (dále jen WB) je velké množství předdefinovaných 
modelů materiálu, já ovšem editoval základní model, který je standardně vložen 
v analýze. Na obr. 11 můžete vidět okno, ve kterém se definují parametry našeho 
modelu materiálu. Většina parametrů, které jsem změnil byly v záložce Strain-Life 
Parameters (nízkocyklová únava). Hodnoty označené malou zelenou šipkou jsou 
hodnoty, které jsem zadával, zbytek hodnot jsou přednastavené hodnoty, které 
nemají vliv na náš typ výpočtu. 
 BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
 
  
27 
 
 
Obr. 11: Zadávání parametrů materiálu 
Model geometrie 
Tvorba geometrie ve WB je téměř totožná, jako tvorba geometrie v jakémkoli 
modeláři, proto není podstatné popisovat tvorbu součásti. Oproti obyčejným 
modelářům je však nutné nastavit v parametrech geometrie typ úlohy na rovinnou. 
 
Tvorba sítě, okrajových podmínek a vyhodnocení 
Ve třetí záložce našeho stromu se nachází modul na tvorbu sítě, okrajových 
podmínek a vyhodnocování analýzy. Všechny tyto kroky si nyní rozebereme. Při 
nastavování konečně prvkové sítě modelu budeme postupovat ve dvou krocích.  
a) Vytvoříme jednotnou síť pro celou součást. Síť můžeme automaticky 
vygenerovat, ale v tomto případě budou jednotlivé elementy příliš velké, 
proto nejprve nastavíme jejich velikost. To provedeme, když v záložce 
Sizing nastavíme Use advenced size function na hodnotu Off a velikost 
elementu (Element size) na 3 mm – obr. 12. 
b) V dalším kroku musíme zjemnit síť v místech, kde budeme očekávat 
koncentraci napětí. To provedeme přidáním ovládacích prvků sítě. Výsledek 
sítě je vidět na obr. 13. 
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Obr. 12: Jednotná síť 
 
Obr. 13: Zjemněná síť detailu 
Když máme nyní vytvořenou síť, která se skládá z 889 elementů, můžeme 
přejít k definování okrajových podmínek.  
 
Přepneme se do položky Static Structural, kde můžeme vkládat okrajové 
podmínky. Nadefinujeme deformační okrajové podmínky, v našem případě vazby, 
zajišťující osovou souměrnost a silové okrajové podmínky zatěžující součást. 
Výsledek lze vidět na obr. 14. 
 
Obr. 14: Okrajové podmínky 
Po všech předchozích krocích již máme nadefinované veškeré potřebné věci 
a nyní můžeme spustit řešič programu, který nám spočítá veškeré veličiny týkající 
se naší součásti.  
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Když máme vše spočítáno, musíme si výsledky vyobrazit, abychom je 
následně mohli interpretovat. Většinou nás zajímá celková deformace (Total 
deformation), redukované napětí (Equivalent stress), normálové napětí (Normal) 
ve směru osy Y, navíc v našem případě nás budou zajímat výsledky ze kategorie 
únavy (Fatigue tool), kde musíme zadat další parametry popisující cyklické 
zatěžování.  
Po vložení modulu Fatigue tool musíme upravit položku zatížení (Loading) 
následovně: typ zatěžování (Type) musíme nastavit na Ration a součinitel 
nesouměrnosti (Loading ratio) musíme nastavit na dříve vypočítanou hodnotu R. 
V neposlední řadě musíme v položku nastavení (Options) nastavit typ analýzy 
(Analysis type) na Strain life (nízkocyklová únava) a korekci středního napětí 
(Mean stress theory) nastavit na SWT (Smith-Watson-Topper), kterou rozvedu 
následovně.  
Většina S-N křivek (Wöhlerových křivek) jsou z experimentů, kde bylo 
střední napětí nulové, ovšem ve skutečnosti střední napětí není většinou nulové. 
Proto bylo vyvinuto inženýrských přístupů pro předpovězeni vlivu středního 
napětí na únavu materiálu [15]. Experimenty prokazuj, že střední napětí ovlivňuje 
celý únavový proces. Kladné střední napětí zkracuje stádium nukleace a urychluje 
růst únavové trhliny. Pokud budeme chtít vyjádřit křivky životnosti na základě 
různého středního napětí musíme použít některou z následujících možnosti, které 
se používají v analytických řešeních: 
 Haighův diagram (     ) 
 Smithův diagram (     ) 
 Weyrauchhův diagram (     ) 
Kde   představuje amplitudu napětí,    střední napětí,    horní napětí cyklu 
a    dolní napětí cyklu [6].  
Pokud se vrátím zpět aplikaci Workbench, máme zde 3 možnosti korekce 
středního napětí [4] a [16]: 
 Žádnou – pokud budeme uvažovat tuto možnost, uvažujeme následující 
rovnici, která popisuje Manson-Coffinovu křivku využívanou 
pro nízkocyklovou únavu: 
 
            
    
   
 
       
 
   
        
 
 
(4.27) 
 Morrow – jedná se o modifikovanou původní Morroovu korekci středního 
napětí pro vysokocyklovou únavu. V této metodě je na základě pozorování 
modifikován člen elastického přetvoření pomocí středního napětí [8] a [15]. 
     
  
 
 
  
    
 
       
  
   
        
 
 (4.28) 
 Smith-Watson-Topper (SWT) – tato metoda navrhuje jinou rovnici 
pro zohlednění středního napětí, má ovšem limitování, že není definována 
pro nulové a záporné maximální napětí. Fyzikální význam je takový, že 
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pokud nenastane v průběhu zatěžovaní tahové napětí, tak nenastane ani 
únavové poškození [16]. 
    
  
 
 
     
 
 
       
  
   
    
        
   
 (4.29) 
Pro korekci středního napětí jsem volil metodu SWT. Nyní, když máme 
všechny korekce definovány můžeme pokračovat v samotném výpočtu. 
Po vypočtení úlohy si pouze vykreslíme požadovaný výsledek, kterým je hysterezní 
smyčka (Hysteresis) nacházející se v položce Fatigue tool.  
Interpretace výsledků 
Pokud budeme chtít porovnávat numerické výsledky a analytické výsledky, 
tak z obrázku hysterezní křivky můžeme vyčíst veškeré hodnoty, nebo si z obrázků 
vykreslených napětí vezmeme napětí v kořeni vrubu (   ) a hodnoty dopočítáme 
pomocí některé z teorii popsaných výše. Když jednotlivé výsledky odečteme 
z hysterezní křivky, dostaneme: 
 Horní napětí:              
 Horní deformace:             
    
 Rozkmit napětí:             
 Rozkmit celkové deformace:            
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Obr. 15: Celková deformace 
 
Obr. 16: Redukované napětí 
 
Obr. 17: Normálové napětí 
 
Obr. 18: Hysterezní křivka 
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4.8 nCode 
V aplikaci nCode 8.0 v modulu DesignLife se analýza naší úlohy provedla 
následujícím způsobem. Průběh vytváření analýzy je velmi přehledný díky 
způsobu zadávání jednotlivých vstupů a výstupů – v aplikaci jsou jednotlivé 
ovládací prvky nazývány Glyphy. Konkrétní uspořádání ovládacích prvků je 
vyobrazeno na obr. 19. 
 
Obr. 19: Rozmístění ovládacích prvků 
Je vhodné podotknout, že pokud se jedná o vstupy, tak vstupují do prvku 
(Glyphu) zleva a výstupy naopak zprava.  
Hlavním vstupem pro analýzu je externí soubor vytvořený v nějakém 
FE programu jako je ANSYS či nějaký jiný, který se vkládá do prvku s názvem 
FEInput. Hlavním prvkem, který řeší danou úlohu je řešič nízkocyklové únavy – 
ENAnalysis ve kterém je nutné nadefinovat následující: 
 Materiál, který můžeme zvolit z knihovny materiálů, nebo si můžeme 
vytvořit svůj vlastní materiál pro náš konkrétní případ. Materiál jsem 
vytvořil následujícím způsobem: program za pomoci zvolení typu materiálu 
(v našem případě feritického) a zadáním pevnosti v tahu vygeneroval model 
materiálu se všemi charakteristikami, které jsem následně upravil dle 
zadání.  
 Zatížení můžeme částečně přejmout z importovaného konečnoprvkového 
modelu, jen jej musíme upravit. Jako typ zatěžování musíme zvolit 
konstantní amplitudu, kde nastavíme charakteristiky, dle našeho zadání – 
pomocí horního Hookovského napětí a součinitelem nesouměrnosti. Jiná 
varianta by byla vygenerovat si časově proměnnou křivku, která by 
charakterizovala zátěžný cyklus – výsledek by byl totožný jako pomocí 
prvního způsobu. 
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 Vlastnosti analýzy jsou sice standardně přednastaveny, my ovšem musíme 
zkontrolovat způsob korekce středního napětí, elasto-plastických 
deformací, typ úlohy a mnoho dalších. Nejdůležitější bylo nastavit korekci 
středního napětí, kterou jsem nastavil na hodnotu SWT stejně jako při 
výpočtu pomocí Workbenche. Dále jsem nastavil korekci elasto-plastických 
deformací na řešič dle Neubera a nastavil jsem jednoosé namáhání.   
Jako výstup máme nadefinované zobrazení modelu a výpis dat ve formě 
tabulek. Zobrazení modelu je jen grafické znázornění dat v tabulkách pro lepší 
představivost. Výsledky vyobrazené na obr. 20 jsou výpisem hodnot pro jednotlivé 
uzly a můžeme se odtud dozvědět, o jaký materiál se jedná, poškození a životnost. 
Jedná se o komplexní hodnocení celého modelu, pro nás má však jen informativní 
charakter. Pro nás důležité výsledky jsou v tabulce, která se nachází na obr. 21, kde 
je výčet krajních hodnot hysterezní smyčky důležité pro srovnání.  
Pro vypsání hodnot v obr. 21 bylo zapotřebí detailnějším nastavení řešiče. 
Musel jsem do základního procesu, kterým získáme hodnoty na obr. 20, vložit 
podúlohu, kterou jsem získal krajní body hysterezní smyčky. Provede se to 
vložením funkce Cycle list output do řešiče nízkocyklové únavy.  
 
Obr. 20: Výčet výsledků 
 
Obr. 21: Body hysterezní smyčky 
Označené hodnoty z obr. 21 popisují krajní body hysterezní smyčky, odkud 
můžeme jednoduše zjistit následující veličiny: 
 Horní napětí:                
 Horní deformace:              
    
 Rozkmit napětí:               
 Rozkmit celkové deformace:             
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5 APLIKACE LPSA 
Veškeré výpočty byly provedeny pomocí matematického softwaru 
MATLAB R2010a, ve kterém jsem na tyto metody zpracoval skript. Tento skript by 
měl sloužit pro rychle zjištění hodnot napětí ve vrubech jednoduchých součástí 
a následné porovnání mezi jednotlivými koncepcemi. Porovnání výsledků 
jednotlivých koncepcí je velmi snadné, protože skript vypíše výsledky všech metod 
přehledně do výstupních polí. 
Pro představu jak program pracuje, jsou na obr. 22 popsány hlavní kroky 
aplikace. Program pro výpočet používá stejné rovnice, jako byly použity 
pro analytický výpočet v předchozích odstavcích.  
Co se týče grafického vzhledu, ten je vyobrazen na obr. 23, který si nyní 
popíšeme. Okno aplikace je rozděleno na tři podstatné celky. V levé části okna jsou 
seskupeny vstupní hodnoty zadávané uživatelem (obr. 24), ty jsou ovšem 
rozčleněny ještě do dvou kategorií pro větší přehlednost – materiálové 
charakteristiky a zatížení. K položkám materiálových charakteristik není třeba 
udávat komentář, protože je vše popsáno i s jednotkami. Pro korektní průběh 
výpočtu je třeba zadat v položkách zatížení potřebné vstupy, kterými jsou 
nominální napětí a jednu z následujících dvojic: 
 součinitel asymetrie a horní napětí v kořeni vrubu během cyklu 
 součinitel asymetrie a dolní napětí v kořeni vrubu během cyklu 
 horní a dolní napětí v kořeni vrubu během cyklu 
Pokud zadáme jednu z výše uvedených kombinací zbytek vstupů v sekci zatížení se 
automaticky dopočítá. 
Když jsem nyní popsal zadávání vstupů, ještě uvedu opatření, která jsem 
provedl pro pohodlnější využívání aplikace. Program MATLAB vyžaduje jako 
desetinný oddělovač tečku, to může být pro neznalého uživatele používající českou 
klávesnici obtíž, a proto jsem udělal opatření, aby program akceptoval jako 
desetinný oddělovač jak tečku tak čárku. Další opatření, které jsem provedl se týká 
nulových nebo dokonce nezadaných hodnot. Pokud uživatel nevyplní některou 
z důležitých veličin vyskočí varovné okno informující o špatně zadaných vstupech. 
Nyní když máme všechny vstupy ošetřeny můžeme přejít k výpočtu. 
Po spuštění výpočtu se výsledky vyčíslí do jednotlivých polí (obr. 25) a u vstupních 
hodnot zatížení zezelená kontrolní ikona potvrzující, že byla splněna podmínka 
kde rozkmit napětí a horní napětí v kořeni vrubu je větší než dvakrát mez kluzu. 
Třetím podstatným prvkem je výpočet životnosti dané součásti pomocí dříve 
vypočítaných hodnot (napětí a deformací). Výstupem budou čtyři čísla udávající 
životnost vypočítanou vždy pomocí jiných vstupů (vždy z jiné koncepce zjišťování 
napětí a deformace v kořeni vrubu). Výpočet se provádí pomocí metody SWT, která 
má jistá omezení, popsána v předchozí kapitole.  
Poslední prvek, který se v okně aplikace nachází  a stojí za zmínku, je tlačítko 
Rovnice. Pokud aktivujeme tento prvek, zobrazí se okno s výpisem jednotlivých 
rovnic využívaných programem. To může být užitečné, pokud má někdo zájem 
zjistit rovnice využívané pro výpočet. 
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Obr. 22: Vývojový diagram aplikace LPSA 
 
Obr. 23: Okno aplikace LPSA 
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Obr. 24: Podokno vstupních dat 
 
Obr. 25: Část podokna výstupů 
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6 ŘEŠENÍ ŽIVOTNOSTI U VZOROVÉHO PŘÍKLADU  
Nyní když máme potřebné vstupy – napětí a deformace z jednotlivých 
koncepcí a modifikací, můžeme vypočítat životnosti s využitím těchto vstupů.  
Životnost lze vyjádřit pomocí Manson-Coffinova vztahu, dle Morrowa, pomocí 
vztahu SWT, nebo jiných metod. Uvádím jen tyto tři možnost, protože jsem je 
popisoval v třetí kapitole.  
Jelikož jsem při řešení v MKP programech používal korekci středního napětí 
pomocí SWT metody a tento příklad splňuje podmínku, že maximální napětí 
(amplituda) není nulová nebo záporná, volím výpočet počtu cyklů do porušení 
pomocí metody SWT. Pro výpočet jsem použil rov. 3.26, jelikož se jedná 
o nelineární implicitní rovnici, tak není možné vyjádřit počet cyklů, a proto jsem 
výsledky získal pomocí iterací v programu MATLAB. Použil jsem aplikaci MATLAB, 
protože jsem tuto metodu zapracovával i do mé aplikace LPSA. Jednotlivé výsledky 
uvádím níže. Vstupy z výpočtů (horní napětí a rozkmit celkové deformace) 
a vstupy charakterizující materiál a křivku životnosti jsou dle zadání příkladu. 
 Vstupy z Neuberovy koncepce - rov. 4.6 a rov. 4.9 dávají výsledek: 
                  (6.1)  
 Vstupy z Pospíšilovy modifikace - rov. 4.10 a rov. 4.13 dávají výsledek: 
                  (6.2)  
 Vstupy z modifikace podle Wu - rov. 4.15 a rov. 4.18 dávají výsledek: 
                  (6.3)  
 Vstupy z koncepce ekvivalentních energií - rov. 4.19 a rov. 4.22 dávají 
výsledek: 
                  (6.4)  
 Výsledky získané z aplikace Workbench jsou vidět na obr. 26: 
                    (6.5)  
 Výsledky získané z aplikace nCode jsou zobrazeny na obr. 27, kde je 
zobrazena součást s legendou, nebo je možnost vyhledat životnost 
(minimální hodnotu) na obr. 20, kde je výčet hodnot pro jednotlivé uzly. 
                    (6.6)  
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Na následujících dvou obrázcích (obr. 26 a obr. 27) můžete vidět výstupy 
z MKP programů, které zobrazují životnost součásti – ukazují počty cyklů 
do porušení jednotlivých míst na součásti. 
 
 
Obr. 26: Životnost součásti (WB)  
Obr. 27: Životnost součásti (nCode) 
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7 POROVNÁNÍ VÝSLEDKŮ A DISKUSE   
Nyní když máme vypočteny pomocí různých způsobů výsledky, tak jsem je 
přehledně uspořádal do tab. 2 a tab. 3. V tab. 2 jsou uvedeny výsledky získané 
analytickými metodami a v tab. 3 jsou výsledky numerických řešení. V každé 
tabulce je jako referenční výsledek pro procentuelní porovnání použita Neuberova 
koncepce.  
Tab.  2: Porovnání analytických metod s Neuberovou metodou 
 Neuberova koncepce 
(výchozí) 
Pospíšilova 
 modifikace 
Modifikace dle 
Wu 
Ekvivalentní 
energie 
          (%)                                               
       (%)         
                                                          
          (%)                                             
         (%)         
                                                        
        (%)                                                   
Tab.  3: Porovnání numerických metod s Neuberovou metodou 
 Neuberova koncepce 
(výchozí) 
ANSYS Workbench nCode 
          (%)                                  
       (%)         
                                           
          (%)                                   
         (%)         
                                          
        (%)                                        
 
Je nutné podotknout, že i když první sadu výsledků uvedených v tab. 2 
nazývám výpočty pomocí analytických metod, není to úplně pravda. Pro výpočet 
následujících rov. 3.11, rov. 3.12, rov. 3.18, rov. 3.25, rov. 3.34 a rov. 3.35 byl využit 
program MATLAB, ve kterém se tyto výsledky získaly pomoc iterací daných rovnic. 
Pokud bychom chtěli čistě analytické řešení, musíme použít nějakou analytickou 
iterační metodu. V literatuře [6] se uvádí metoda použitelných úseků, která 
nahradí hladkou cyklickou deformační křivku lomenou čarou.  
Pokud bychom chtěli grafické porovnání analytických řešení, tak tuto 
možnost máme vykreslenu na obr. 28, kde se nacházejí tři oblasti, jejichž plochy 
reprezentují objemovou hustotu deformační energie. 
 Plocha trojúhelníku OHE reprezentuje energii při respektování Hookova 
zákona. 
 Plocha pod cyklickou deformační křivkou mezi body O až A představuje 
energii podle metody ESED. 
 Plocha trojúhelník OBC vyobrazuje energii podle Neuberovy metody. 
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Pro určení deformačně-napěťového stavu v kořeni vrubu, musíme najít takový bod 
(A – B) na cyklické deformační křivce, aby odpovídal skutečnému stavu v kořeni 
vrubu [6] a [8]. 
 
Obr. 28: Porovnání Neuberovy koncepce a metody ESED [6] 
   V obecných případech srovnáním numerických výpočtů a výsledků 
experimentů je lepší shoda s metodou ESED, nevýhodou ovšem je, že tato metoda 
je omezena podmínkou lokalizované plastické deformace a nominální napětí nesmí 
přesáhnout mez kluzu [6]. 
 
Nyní když bylo provedeno porovnání jednotlivých metod pro určení 
deformačně-napěťových stavů v kořeni vrubu, můžeme přejít na porovnání 
výsledků hodnot životnosti vypočtených v předchozí kapitole. 
 Pokud porovnám výsledky z rov. 6.1 až rov. 6.4, které jsou přehledně 
vyobrazeny v tab. 2 (výsledky analytických metod) je vidět, že výpočet životnosti 
podle metody ekvivalentní energie je oproti Neuberově koncepci velmi 
konzervativní (výsledek je o 62% větší). Při srovnání Neuberovy koncepce 
a výsledků získaných z MKP výpočtů je v tab. 3 vidět, že výsledky se příliš 
neodlišují – liší se v rámci jednotek procent.     
 
Při řešení vzorového příkladu jsem narazil na dvě komplikace, které bych zde 
rád uvedl.  
První problém se týká řešení pomocí komerčně dostupných MKP programů. 
Úlohu jsem řešil pomocí dvou programů – ANSYS Workbench a nCode, nicméně 
prvotním záměrem bylo úlohu řešit navíc pomocí druhého prostředí programu 
ANSYS, a to prostředím APDL. Obě prostředí využívají stejný řešič, ovšem prostředí 
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a principy pro definování analýz jsou odlišné. Prostředí APDL nebylo možno 
použít, protože pro výpočet životnosti používá ASME normy, které již ve svých 
principech uvažují jisté bezpečnosti, protože se jedná o normy pro návrh tlakových 
nádob a reaktorů. Navíc výstupem z analýzy nejsou body hysterezní smyčky ale 
poškození součásti. Nicméně tuto zkušenost jsem mile uvítal, protože jsem mohl 
nahlédnou do norem ASME a podívat se na odlišný způsob hodnocení. 
Dalším problémem byla analytická metoda Manson-Halford, o které jsem již 
dříve uvedl jisté poznatky. Chyba týkala dopočítávaného exponentu, který 
nevychází dle předpokladů. Nevím jestli je chyba v odvozeném vzorci nebo někde 
jinde, protože jsem měl jen jeden zdroj kde tato metoda byla citována 
a k originálním článkům jsem i přes velké úsilí areálové knihovny nezískal přístup.
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8 ZÁVĚR 
Byl proveden rozbor základního dělení metod zjišťování napětí ve vrubech 
a následně rozvedena jedna ze čtyř možností – koncepce lokálních 
pružně-plastických napětí a deformace. Následně byly rozebrány jednotlivé 
koncepce hodnocení napětí v kořeni vrubu a pomocí odvozených rovnic byl 
vypočten vzorový příklad. Stejný příklad byl vyhodnocen pomocí dvou 
konečno-prvkových softwarů a výsledky porovnány. Po rozboru jednotlivých 
metod byly tyto metody zapracovány do skriptu aplikace MATLAB pro možnost 
rychlého výpočtu napětí ve vrubu součásti.  
Pokud se podíváme do předchozí kapitoly do tab. 2 a tab. 3 je možné 
vyvozovat následující závěry.  
 Neuberova koncepce a Pospíšilova modifikace mají v našem případě 
totožné výsledky, což je způsobeno „stejnými rovnicemi“, protože pro náš 
typ zatěžování byl použit koeficient      , který odpovídá Neuberově 
koncepci. 
 Modifikace dle Wu se také od Neuberovy koncepce liší minimálně, v napětí 
se liší na úrovni desetin MPa a v deformacích v řádech desítitisícin mm/mm. 
V našem konkrétním případě je to způsobeno malou odlišností koeficientu, 
protože dle Wu je         a dle Neubera je     . 
 Koncepce ekvivalentních energií se od Neuberovy koncepce liší v horním 
napětí, rozkmitu napětí a rozkmitu deformace v řádu procent ovšem v horní 
deformaci se odlišuje v desítkách procent.  
 Při porovnání Neuberovy koncepce a výpočtu pomocí konečno-prvkových 
programů vidíme, že odchylky jsou pro náš případ v řádu procent.  
 
Pokud bych měl hodnotit Neuberovu metodu, musel bych říct, že při hodnocení 
naší vzorové úlohy je tato původní metoda „přesná“, protože pomocí všech výpočtů 
jsou výsledky téměř totožné.  
Přesnost výpočtu je zapříčiněna jednoduchou geometrií a zátěžným cyklem, 
pokud by nastaly složitější podmínky zatížení na nějaké velmi složité součásti 
výsledky by se velmi odlišovaly. V tomto případě by bylo nejvhodnější řešit úlohu 
pomocí MKP programů.  
Když dle výsledků prezentovaných v tab. 2 a tab. 3 zhodnotíme životnost 
součásti, dalo by se předpokládat, že součást vydrží přibližně 400 000 cyklů 
do porušení.  
Výstupem práce je přehled základních metod pro hodnocení stavu v kořeni 
vrubu obsahující teoretický rozbor a metodiku řešení, která je vyobrazena 
na vzorovém příkladě. Na základě odvozených rovnic byla vytvořena aplikace, 
která rychle vypočítá deformaci a napětí v kořeni vrubu. 
Cíle práce byly splněny v celém rozsahu zadání. 
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10  SEZNAM POUŽITÝCH VELIČIN 
  [-] exponent životnosti (fatigue strength exp. – Basquin’s exp.) 
  [-] exponent životnosti (fatigue ductility exp.) 
  [MPa] modul pružnosti v tahu (Young’s modulus) 
   [N] horní síla  
   [N] dolní síla  
   [MPa] 
součinitel cyklického zpevnění (cyclic strength 
coefficient) 
  [-] exponent Pospíšilovy modifikace  
   [1] počet cyklů do porušení 
   [-] 
exponent cyklického zpevnění (cyclic strain hardening 
exp.) 
  [-] součinitel nesouměrnosti (Ratio) 
   [MPa] mez kluzu (tensile yield stregth) 
    [MPa] smluvní mez pružnosti  
     [mm2] nominální průřez součásti 
   [MPa] 
měrná deformační energie od lokálního napětí v kořeni 
vrubu 
   [MPa] měrná deformační energie od nominálního napětí  
  [–] součinitel tvaru 
   [-] součinitel koncentrace deformace 
   [-] součinitel tvaru (nejčastěji se píše  ) 
   [-] součinitel koncentrace napětí  
   [-] zobecněný součinitel vrubu 
    [1] rozkmit celkové deformace 
   [1] rozkmit deformace 
   [MPa] rozkmit napětí 
    [MPa] rozkmit horních napětí kmitů 
    [MPa] 
rozkmit napětí za předpokladu Hookova zákona v celém 
rozsahu zatěžování 
  [1] délkové přetvoření  
    [1] poměrná deformace v nominálním místě  
    [1] amplituda deformace ve vrubu 
  
  [1] součinitel únavové tažnosti (fatigue ductility coefficient) 
   [1] horní deformace kmitu 
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     [1] nominální deformace 
    [1] přetvoření při smluvní mezi pružnosti  
   [Mpa-1]  poměrný gradient napětí 
  [1] Poissonův poměr (Poisson’s ratio) 
  [-] zpevnění materiálu (směrnice přímky v ln-ln souřadnicích) 
  [MPa] skutečné napětí v kořeni vrubu (lokální napětí) 
   [MPa] amplituda napětí 
    [MPa] amplituda napětí za předpokladu Hookova zákona 
    [MPa] amplituda napětí v nominálním místě  
    [MPa] amplituda napětí ve vrubu 
   [MPa] dovolené napětí 
  
  [MPa] součinitel únavové pevnosti (fatigue strength coefficient) 
   [MPa] horní napětí kmitu 
     [MPa] napětí v kořeni vrubu za předpokladu Hookova zákona 
      [MPa] nominální napětí za předpokladu Hookova zákona 
   [MPa] 
napětí za předpokladu Hookova zákona v celém rozsahu 
zatěžování 
     [MPa] korigované napětí (metoda LESA) 
   [MPa] střední napětí  
     [MPa] maximální napětí v místě koncentrace 
     [MPa] napětí získané MKP výpočtem (lokální elastická napětí) 
     [MPa] nominální napětí 
     [MPa] redukované napětí 
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 Analýza programem Workbench  WB_plech_s_dirou.wbpz 
 
